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概要

有限アソシエーションスキームとコンパクト等質空間を同時に一般化する概念としてコンパクトア
ソシエーションスキームを定め，可換な場合に絞って Peter–Weyl の定理や Plancherel の定理が成
り立つことを紹介する．

1 導入

有限等質空間やその一般化であるコンパクト等質空間では調和解析が展開でき，Peter–Weyl の定
理や Plancherel の定理といった重要な命題が成り立つ [3]．また，有限等質空間の別の一般化である
有限アソシエーションスキームでも同様に調和解析が展開できる [1, 2]．これらの良く知られた事実に
ついては第 2 節で振り返る．第 3 節では，これら 2 方向の一般化を統一的に扱える枠組みとしてコン
パクトアソシエーションスキームを定める．また第 4 節では，可換な場合に絞って Peter–Weyl の定
理や Plancherelの定理が成り立つことを紹介する．なお，第 3節以降の内容が主結果である．
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コンパクト等質空間 コンパクトアソシエーションスキーム
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2 振り返り

2.1 コンパクト等質空間上の調和解析

この小節ではコンパクト等質空間における基礎的な事実と Plancherel型の定理を紹介する．
G をコンパクト Hausdorff 位相群とする．本稿を通して，空でないコンパクト Hausdorff 空間で

あって連続か推移的な G 作用を備えるものをコンパクト等質 G 空間と呼ぶ．良く知られているよう
に，G の任意の閉部分群 K に対して商空間 G/K は標準的な方法でコンパクト等質 G 空間となる．
逆に，任意のコンパクト等質G空間はこの方法で得られることも良く知られている．

X をコンパクト等質 G 空間とする．このとき，X 上の G 不変確率 Radon 測度 µX が一意に存在
し，G上の確率 Haar測度の標準的な押し出しと一致する．さらに，X 上の µX に関する複素数値 L2

関数全体の成す Hilbert空間 L2(X)はGのユニタリ正則表現となる．
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G の既約ユニタリ表現の同型類全体の集合を Ĝ と書き，G のユニタリ双対と呼ぶ．また，各
(ρ : G y Vρ) ∈ Ĝに対して，L2(X)の ρ成分 L2

ρ(X)を単射G同変写像

Vρ ⊗ HomG(Vρ, L2(X)) → L2(X), v ⊗ f 7→ f(v)

の像として定める．つまり，Vρ を L2(X) に G 表現として埋め込み，すべての埋め込み方をわたって
和をとったものを L2(X)の ρ成分と呼び，L2

ρ(X)と書く．さらに，L2(X)に現れる既約ユニタリ G

表現の同型類全体の集合 ĜX を

ĜX :=
{

ρ ∈ Ĝ
∣∣∣ L2

ρ(X) 6= 0
}

と定める．本稿では，ユニタリG表現 L2(X)がmultiplicity-free，つまり各 ρ ∈ ĜX に対して L2
ρ(X)

が既約ユニタリ G表現となるとき，X は Gelfandであると言う．Gelfandコンパクト等質空間に対し
ては次が成り立つ．
事実 2.1 (Peter–Weyl theorem). Gをコンパクト Hausdorff位相群とし，X をGelfandコンパクト
等質G空間とする．このとき，次が成り立つ．
1. ρ 6∼= ρ′ なる ρ, ρ′ ∈ ĜX に対して，L2

ρ(X)と L2
ρ′(X)は L2(X)の部分空間として互いに直交する．

2. 任意の ρ ∈ ĜX に対して dim L2
ρ(X) < ∞と L2

ρ(X) ⊂ C(X)が成り立つ．
3. ρ成分達の張る空間

∑
ρ∈ĜX

L2
ρ(X)はX 上の複素数値連続関数全体が成す空間 C(X)の中で一様

ノルムに関して稠密である．
X をGelfandコンパクト等質G空間とする．X ×X への対角G作用を考え，その軌道空間を I と

書き，商写像を R : X ×X � I と書く．このとき，I はコンパクト Hausdorff空間であり，I 上の測
度 µI を積測度 µX ⊗ µX の Rによる押し出し µI := R∗(µX ⊗ µX)で定める．また，離散空間 ĜX 上
の測度 µ

ĜX
を µ

ĜX
({ρ}) := dim ρで定める．さらに，各 ρ ∈ ĜX に対して，L2

ρ(X) ⊂ C(X)より，
L2

ρ(X)の再生核Kρ ∈ C(X × X)が定まる．以上を用いて Plancherel型の定理を述べる．
事実 2.2. Gをコンパクト Hausdorff位相群とし，X をGelfandコンパクト等質G空間とする．この
とき，次が成り立つ．
1. 各 ρ ∈ ĜX に対して，Qρ ◦ R = KρなるQρ ∈ C(I)が一意に存在する．
2. {Qρ}

ρ∈ĜX
は L2(I)の完全直交系を成す．

3. 各 f ∈ L2(I, µI)に対して，ĜX 上の関数 f̂ を

f̂ : ĜX → C, ρ 7→ 1
dim ρ

〈Qρ|f〉L2(I)

と定める．このとき，f̂ ∈ L2(ĜX)である．
4.（Plancherel型の定理）Fourier変換

L2(I) → L2(ĜX), f 7→ f̂

は等長同型写像である．

2.2 有限アソシエーションスキームの指標表

この小節では有限アソシエーションスキームにおける基礎的な事実を紹介する．
X を空でない有限集合とする．X 上の有限アソシエーションスキーム構造を次で定める．



定義 2.3. I を有限集合とし，R : X × X → I を写像とする．ここで，次が成り立つとき，Rを有限
アソシエーションスキーム (FAS)と呼ぶ．
(FAS1) R−1(i0) = {(x, x) | x ∈ X}なる i0 ∈ I が存在する．
(FAS2) R : X × X → I は全射である．
(FAS3) 任意の i ∈ I に対して，R−1(i>) = R−1(i)> :=

{
(y, x)

∣∣ (x, y) ∈ R−1(i)
}
なる i> ∈ I が存

在する．
(FAS4) 任意の i1, i2, k ∈ I に対して，ある pk

i1,i2 ∈ Z≥0 が存在して，任意の (x, z) ∈ R−1(k)に対
して

pk
i1,i2 = # {y ∈ X | R(x, y) = i1, R(y, z) = i2}

が成り立つ．
さらに，次の (FAS5)が成り立つとき，Rは可換であると言い，(FAS6)が成り立つとき，Rは対称で
あると言う．
(FAS5) 任意の i1, i2, k ∈ I に対して pk

i1,i2 = pk
i2,i1 が成り立つ．

(FAS6) 任意の i ∈ I に対して i> = iが成り立つ．
また，各 i ∈ I に対して，ki := pi0

i,i> を iの次数と呼ぶ．
X × X 上の複素数値関数全体の成す空間を Mat(X) と書く．この空間の元は X で添え字付けら

れた正方行列とみなせる．R : X × X → I を FASとする．各 i ∈ I に対して，R−1(i) ⊂ X × X の
指示関数を Ai ∈ Mat(X) と書く．このとき，{Ai}i∈I は一次独立である．そこで，{Ai}i∈I が張る
Mat(X)の部分空間を FAS Rの Bose–Mesner代数 (BMA)と呼び，Aと書く．Bose–Mesner代数 A

は次の性質を満たす．
1. Ai0 は単位行列 I に等しい．
2.

∑
i∈I Ai はすべての成分が 1の行列 J に等しい．

3. Aは転置で閉じる．
4. Aは行列積で閉じる．
さらに，FAS Rが可換なら次の 5.が，対称なら 6.が成り立つ．
5. A上の行列積は可換である．
6. 任意の A ∈ Aに対して A> = Aが成り立つ．
R を可換な FAS とする．このとき，A には行列積に関する原始冪等元から成る基底 {Ej}j∈J が一

意に存在し，さらに次が成り立つ．
1. #XEj0 = J なる j0 ∈ J が存在する．
2.

∑
j∈J Ej = I である．

3. 任意の j ∈ J に対して，Ej = Ej なる j ∈ J が存在する．
4. 任意の j ∈ J に対して，E∗

j = Ej が成り立つ．
X 上の複素数値関数全体の成す空間を Vec(X)と書く．また，各 j ∈ J に対して，Vecj(X)とmj

を Vecj(X) := {Ejv | v ∈ Vec(X)}とmj := dim Vecj(X)で定める．このとき，相異なる j, j′ ∈ J
に対して，Vecj(X)と Vecj′(X)は標準内積について互いに直交する．

{Ej}j∈J から {Ai}i∈I への基底変換行列を指標表と呼び，P と書く．つまり Ai =
∑

j∈J P (j, i)Ej



が成り立つように指標表 P を定める．このように定義すると，第一直交関係

∑
i∈I

1
ki

P (j1, i)P (j2, i) = #X

mj1

δj1,j2

と第二直交関係 ∑
j∈J

mjP (j, i1)P (j, i2) = #Xki1δi1,i2

が成り立つ．

3 コンパクトアソシエーションスキーム

この節ではコンパクトアソシエーションスキームとその Bose–Mesner代数を定め，重要な性質や例
を紹介する．以下 X を空でないコンパクト Hausdorff空間とし，µX を X 上の狭義正 Radon測度と
する．まず，X 上のコンパクトアソシエーションスキーム構造を次で定める．
定義 3.1. I をコンパクト Hausdorff空間とし，R : X × X → I を連続写像とする．ここで，次が成
り立つとき，Rをコンパクトアソシエーションスキーム (CAS)と呼ぶ．
(CAS1) R−1(i0) = {(x, x) | x ∈ X}なる i0 ∈ I が存在する．
(CAS2) R : X × X → I は商写像である．
(CAS3) 任意の i ∈ I に対して，R−1(i>) = R−1(i)> :=

{
(y, x)

∣∣ (x, y) ∈ R−1(i)
}
なる i> ∈ I が存

在する．
(CAS4) 任意の Borel集合W1, W2 ⊂ I と任意の k ∈ I に対して，ある pk

W1,W2
∈ R≥0 が存在して，

任意の (x, z) ∈ R−1(k)に対して

pk
W1,W2 = µX({y ∈ X | R(x, y) ∈ W1, R(y, z) ∈ W2})

が成り立つ．
さらに，次の (CAS5) が成り立つとき，R は可換であると言い，(CAS6) が成り立つとき，R は対称
であると言う．
(CAS5) 任意の Borel集合W1, W2 ⊂ I と任意の k ∈ I に対して，pk

W1,W2
= pk

W2,W1
が成り立つ．

(CAS6) 任意の i ∈ I に対して，i> = iが成り立つ．
注意 3.2. 対称な CASは可換である．
このように定義すると，CAS は有限アソシエーションスキームとコンパクト等質空間の共通の一般

化となっている．すなわち，次が成り立つ．
例 3.3 (有限アソシエーションスキーム). 有限アソシエーションスキームは CAS である．より具体
的に述べると，有限アソシエーションスキームとは CAS R : X ×X → I であって，X と I が有限離
散空間であり，µX が数え上げ測度であるもののことである．また，可換性や対称性も整合的に定義さ
れている．
例 3.4 (コンパクト等質空間). G をコンパクト Hausdorff 位相群とし，X をコンパクト等質 G 空
間，µX を X 上の G不変確率 Radon測度とする．このとき，X × X への対角 G作用による商写像
R : X × X → X × X/diag Gは CASである．また，コンパクト等質空間がGelfandであることと
CASとして可換であることは同値である．



これらに加えて，有限アソシエーションスキームでもコンパクト等質空間でもない CAS が存在
する．
次に，Bose–Mesner代数を定める．X × X 上の複素数値連続関数全体が成す空間 C(X × X)は行

列代数と同様に，行列積 ·µX
や Hadamard積 ·H，転置 −>，複素共役 −，随伴 −∗ の演算を備えてい

る．ただし，行列積 ·µX
は

A ·µX
B(x, z) :=

∫
y

A(x, y) · B(y, z) dµX

と定めている．ここで，各 CAS R : X × X → I に対して，Rの引き戻し R∗ : C(I) → C(X × X)
の像 R∗(C(I))を CAS Rの Bose–Mesner代数 (BMA)と呼び，Aと書く．Bose–Mesner代数 Aは
C(X × X)の部分空間であり，次の性質を満たす．
(BMA1) (a) あるネット (IN )N ⊂ Aが存在して，(IN )N は Banach代数 (C(X × X), ·µX

, ‖−‖sup)
の近似単位元である．つまり，任意の A ∈ Aに対して，A ·µX

IN → A (N → ∞)と
IN ·µX

A → A (N → ∞)が成り立つ．
(b) A ·µX

J ⊂ CJ である．ただし，J は値 1の定数関数である．
(BMA2) Aは (C(X × X), ·H, −, ‖−‖sup)の単位的 C*部分代数である．
(BMA3) Aは転置で閉じる．
(BMA4) Aは行列積で閉じる．
さらに，CAS Rが可換なら次の (BMA5)が，対称なら (BMA6)が成り立つ．
(BMA5) A上の行列積は可換である．
(BMA6) 任意の A ∈ Aに対して，A> = Aが成り立つ．
ここでは，CAS Rに対して BMA Aを定めたが，実はX 上の CAS（resp.可換 CAS，対称 CAS）

構造を与えることと BMA（resp. 可換 BMA，対称 BMA）構造を与えることは Gelfand 変換を通す
と等価である．これは有限アソシエーションスキームの場合と同様の結果である．また，行列積を
BMA上に制限すると Youngの畳み込み不等式と呼ぶべき次の命題が成り立つ．
命題 3.5. Aを BMAとし，p, q, r ∈ [1, ∞]は 1/p + 1/q = 1 + 1/rを満たすとする．このとき，任意
の A, B ∈ Aに対して，

µX(X)‖A ·µX
B‖r ≤ ‖A‖p · ‖B‖q

が成り立つ．さらに，Aと B が共に定数関数の場合は等号が成立する．

4 可換コンパクトアソシエーションスキーム上の Fourier解析

この節では Peter–Weyl の定理や Plancherel の定理といった，可換有限アソシエーションスキーム
や Gelfand コンパクト等質空間に対して成り立つことが知られている，解析的に重要な命題が可換
な CASに対しても成り立つことを紹介する．以下，R : X × X → I を可換な CASとし，Aを Rの
BMA，AL2 ⊂ L2(X × X)を Aの L2 完備化とする．このとき，行列がベクトルに作用するように，
L2(X × X) は L2(X) に作用する．これを用いて L2(X) を AL2 によって同時固有空間分解する．各
線形写像 j : AL2 → Cに対して

L2
j (X) :=

{
v ∈ L2(X)

∣∣∣ A ·µX
v = j(A)v for all A ∈ AL2

}



とおき，J := {j : AL2 → C | L2
j (X) 6= 0}とおく．このように定義すると，j ∈ J なら，j は同時固

有値を表し，L2
j (X)は同時固有空間を表す．特に，次の CASにおける Peter–Weylの定理を示せる．

定理 4.1 (CASにおける Peter–Weylの定理). R : X × X → I を可換な CASとする．このとき，次
が成り立つ．
1. 相異なる j, j′ ∈ J に対して，L2

j (X)と L2
j′(X)は L2(X)の部分空間として互いに直交する．

2. 任意の j ∈ J に対して，dim L2
j (X) < ∞と L2

j (X) ⊂ C(X)が成り立つ．
3.

∑
j∈J L2

j (X)は C(X)の中で一様ノルムに関して稠密である．
4. 0 /∈ J である．
次に，I と J の間の Fourier変換を構成し，Plancherel型の定理を述べる．I 上の狭義正 Radon測

度 µI を積測度 µX ⊗ µX の Rによる押し出し µI := R∗(µX ⊗ µX)で定める．また，離散空間 J 上の
Plancherel測度と呼ばれる狭義正 Radon測度 µJ を µJ ({j}) := mj := dim L2

j (X)で定める．さら
に，各 j ∈ J に対して，Rieszの表現定理より，j = 〈ωj |−〉AL2

なる ωj ∈ AL2 が一意に存在する．こ
の ωj を j の球関数と呼ぶ．このとき，次が成り立つ．
定理 4.2. R : X × X → I を可換な CASとする．このとき，次が成り立つ．
1. 各 j ∈ J に対して，ωj ∈ Aである．
2. {ωj}j∈J は AL2 の完全直交系を成す．
3. 各 f ∈ L2(I)に対して，J 上の関数 f̂ を

f̂ : J → C, j 7→ 〈ωj |f ◦ R〉AL2

と定める．このとき，f̂ ∈ L2(J )である．
4.（Plancherel型の定理）Fourier変換

F : L2(I) → L2(J ), f 7→ f̂

は等長同型写像である．
また，L2(I)上の畳み込み積 ·µX

を AL2 上の行列積から誘導すると次が成り立つ．
命題 4.3 (畳み込み定理). 任意の f, g ∈ L2(I)に対して，F(f ·µX

g) = F(f) · F(g)が成り立つ．
続いて，これまでに出てきた諸概念について，第 2 節の内容に合わせてもう少し詳しく性質を述べ

る．まず，各球関数 ωj について次が成り立つ．
1. Ej := mjωj ∈ Aは L2

j (X)の再生核である．
2. Ej は行列積に関する原始冪等元である．
3. j0 : A 7→

∫
A dµX ⊗ µX/µX(X)は J の元であり，µX(X)Ej0 = J である．

4. j : A 7→ j(A)も J の元であり，Ej = Ej である．
5. E∗

j = Ej である．
6. Ej ·µX

L2(X) = L2
j (X)である．

次に，写像 ΦA, ΦE を以下で定める．

ΦA : L2(I) → AL2 , f 7→ f ◦ R, ΦE : L2(J ) → AL2 , g 7→
∑
j∈J

g(j)Ej .

このとき，ΦAと ΦE は共に等長同型を与え，Fourier変換 F は Φ−1
E ◦ΦA に一致する．また，A ∈ AL2



の Fourier級数展開は次で与えられる．

A =
∫

j
〈ωj |A〉ωj dµJ =

∑
j∈J

〈ωj |A〉Ej .

最後に，I と J は Banach代数 (A, ·H, ‖−‖sup)と (AL2 , ·µX
, ‖−‖2)の指標空間とそれぞれ同相であ

ることが示せる．ただし，J は離散位相空間とみなしている．
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